



Az OTKA-pa´lya´zat kerete´ben elve´gzett kutata´saink ta´rgya´t az alacsony (to¨bbnyire
ke´t) te´rido˝-dimenzio´ban definia´lt kvantumte´relme´letek e´s az ezek a´ltal inspira´lt mate-
matikai proble´ma´k ke´pezte´k. Az alacsony dimenzio´s kvantumte´relme´letek a direkt hu´r-
elme´leti, konform te´relme´leti e´s szila´rdtestfizikai alkalmaza´sokon tu´l a valo´di 4 te´rido˝-
dimenzio´s vila´g elme´leti laborato´riumake´nt is szolga´lnak. Az itt ele´rheto˝ egzakt mo´dsze-
rekbo˝l kapott eredme´nyek o¨sszevetheto˝ek a (magasabb dimenzio´kban is haszna´lt) ko¨zel´ıte´-
sekbo˝l, numerikus avagy konvenciona´lis perturbat´ıv te´relme´leti mo´dszerekbo˝l kapottakkal.
Kutata´sainkban mind a direkt, mind a tesztelme´letke´nt to˝rte´no˝ alkalmaza´s is elo˝fordult.
Az uto´bbira pe´lda a ve´ges me´ret effektusok integra´lhato´ modellekben valo´ egzakt tanul-
ma´nyozhato´sa´ga, hadron struktu´ra-fu¨ggve´nyek ke´t dimenzio´s aszimptotikus elme´letekbeli
analogonja´nak egzakt sza´mı´thato´sa´ga, avagy a kvantumkromodinamika´t modellezo˝ ke´t-
dimenzio´s σ-modelleknek a ra´cs-te´relme´leteken keresztu¨li kontinuum limeszke´nt valo´ elo˝-
a´ll´ıta´sa´nak kvantitat´ıv vizsga´lhato´sa´ga. Az itt tala´lt, a konvergencia tulajdonsa´gaira vagy
a ve´ges me´ret effektusokra vonatkozo´ eredme´nyek a ra´cson definia´lt kvantumkromodina-
mikabeli Monte Carlo (MC) jo´slatok viselkede´se´hez, kontinuum-limeszbeli e´rve´nyesse´ge´hez
nyu´jthatnak ta´mpontokat.
De az alacsony dimenzio´s modellek tanulma´nyoza´sa sza´mos olyan matematikai struk-
tu´ra, proble´ma kezele´se´t, mege´rte´se´t e´s megolda´sa´t ige´nyli, amelyek magasabb dimenzi-
o´ban is fo¨lbukkanak. Ilyenek pe´lda´ul a nem-ekvivalens kvanta´la´sok leheto˝se´ge´nek meg-
jelene´se integra´lhato´ egydimenzio´s sokre´szecske-rendszerekben, avagy kvantumspinla´ncok
tiszta a´llapotainak (azaz a modell te´ralgebra´ja vagy megfigyelheto˝ algebra´ja irreducibilis
a´bra´zola´sainak) jellemze´se, oszta´lyokba sorola´sa loka´lis o¨sszefono´dottsa´guk (Neumann-
entro´pia) vagy fa´zisekvivalencia´juk alapja´n.
Vannak olyan tulajdonsa´gok is, amelyek kiza´ro´lag az alacsony dimenzio´s kvantumte´r-
elme´letek jellemzo˝i. Ilyen a re´szecske´k anoma´lis statisztika´ja, az u´n. fonatstatisztika, vagy
a kvantumszimmetria, amely csupa´n fedo˝ne´v arra a nehezen eme´sztheto˝ te´nyre, hogy a
csoportok mint matematikai struktu´ra´k ele´gtelenek az alacsony dimenzio´s modellek belso˝
szimmetria´inak, azaz a szuperszelekcio´s szimmetria´knak a le´ıra´sa´ra. A kvantumszimmet-
ria me´lyebb mege´rte´se´nek va´gya elvezetett minket a gyenge Hopf-algebra´k, bialgebroidok
e´s Hopf-algebroidok matematikai szerkezete´nek tanulma´nyoza´sa´hoz. Ezek az o¨sszefoglalo´
ne´ven kvantumgrupoidnak elnevezett struktu´ra´k u´gy tekintheto˝k, mint nem-kommutat´ıv
ba´zisgyu˝ru˝ fo¨lo¨tt e´rtelmezett bialgebra´k, illetve Hopf-algebra´k. Mivel a szuperszelekcio´s
szimmetria a megfigyelheto˝ algebra te´ralgebra´va´ bo˝v´ıte´se´t jellemzi, a testbo˝v´ıte´sek jellem-
ze´se´re szolga´lo´ Galois elme´let a´ltala´nos´ıta´sai, a Hopf-Galois algebra-kiterjeszte´sek, szinte´n
a kvantumszimmetria mege´rte´se´hez vezeto˝ u´t matematikai a´lloma´sai.
Mielo˝tt a tudoma´nyos eredme´nyek re´szletes ismertete´se´re ra´te´rne´nk, megeml´ıtju¨k,
hogy 2003. szeptembere´ben csatlakozott kutata´sainkhoz doktoranduszke´nt Ba´lint Imre,
akinek Szlacha´nyi Korne´l a te´mavezeto˝je. 2004-ben Hegedu˝s A´rpa´d Ph.D. fokozatot szer-
zett, te´mavezeto˝je Balog Ja´nos, dolgozata´nak c´ıme ”Ve´ges me´ret effektusok vizsga´lata
ke´tdimenzio´s integra´lhato´ kvantumte´relme´letekben termodinamikai Bethe ansatz techni-
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ka´val” volt. Zimbora´s Zolta´n, Vecsernye´s Pe´ter te´mavezete´se´vel, 2007-ben tervezi Ph.D.
fokozata´nak megszerze´se´t.
2. Konkre´tumok
Az elve´gzett kutata´sok a kutata´si tervnek megfelelo˝en ne´gy fo˝ te´mako¨rbe csopor-
tos´ıthato´ak. (A hivatkoza´sok sza´moza´sa a megadott ko¨zleme´nyek sorrendje´nek felel meg.)
2.1 σ-modellek e´s egye´b integra´lhato´ modellek
Ve´ges te´rfogatbeli energiaspektrum sza´mı´ta´sa termodinamikai Bethe ansatz (TBA) mo´d-
szerrel [12,13,27] e´s nemlinea´ris integra´legyenlet (NLIE) technika´val [8,20,21]
Ke´tdimenzio´s integra´lhato´ te´relme´leti modellekben TBA integra´legyenleteket a´ll´ıtot-
tunk fel, melyekbo˝l a gerjesztett a´llapotok ve´ges te´rfogati energia´ja, ezen belu¨l a fizikailag
lege´rdekesebb eset, az egyre´szecske-to¨meg te´rfogatfu¨gge´se egzaktul kisza´mı´thato´. Elo˝szo¨r
a sine-Gordon modell esete´re dolgoztuk ki a TBA egyenleteket, mert itt ma´r kora´bban
(a Destri-deVega egyenletek re´ve´n) ismert volt a ve´ges te´rfogati spektrum, amelyet a
TBA egyenleteink reproduka´ltak. Ezuta´n az O(N) nemlinea´ris σ-modellek (elo˝szo¨r N=3,4
esete´n, majd a´ltala´nos pa´ros N esete´re) ve´ges te´rfogati to¨mege´t megado´ TBA egyenleteket
adtuk meg.
Az NLIE technika kerete´ben a vizsga´lt integra´lhato´ modell ve´ges te´rfogati spektruma´t
egy ne´ha´ny komponenso˝l a´llo´, nemlinea´ris integra´legyenlet-rendszer megolda´sainak seg´ıt-
se´ge´vel fejezzu¨k ki. Ez a mo´dszer ekvivalens a termodinamikai Bethe ansatz technika´val,
azonban a ve´ges me´ret proble´ma´nak egy egyszeru˝bben kezelheto˝, kompaktabb megolda´sa´t
adja. A ne´ha´ny komponensbo˝l a´llo´ nemlinea´ris integra´legyenlet-rendszer alakja model-
lenke´nt va´ltozik. Fel´ıra´suk szempontja´bo´l a modell alapa´llapota´t le´ıro´ egyenletek meg-
tala´la´sa az alapveto˝, ugyanis a gerjesztett a´llapotokra vonatkozo´ egyenleteket az alapa´lla-
poti egyenletekhez adott, specia´lis alaku´ forra´stagok seg´ıtse´ge´vel megkaphatjuk. Mivel a
Fateev a´ltal megadott ke´tparame´teres integra´lhato´ modellcsala´d, az u´n. SS-modellcsala´d,
sza´mos fontos integra´lhato´ modellt alesetke´nt tartalmaz, eze´rt elo˝szo¨r az SS-modellek e´s
redukcio´ik alapa´llapota´t le´ıro´ ke´tkomponensu˝ egyenlet-rendszert ı´rtuk fel e´s vizsga´ltuk.
Majd a TBA egyenletek ve´gtelen rendszere helyett ke´tkomponensu˝ egyenletrendszert java-
soltunk az O(3) e´s O(4) nemlinea´ris σ-modellek alapa´llapoti e´s egyre´szecske-energia´inak
a kisza´mı´ta´sa´ra. Ezen egyenletek helyesse´ge´t numerikus megolda´suk e´s az ultraibolya
limeszben vett 3-hurok rendu˝ perturba´cio´sza´mı´ta´s eredme´nyinek o¨sszehasonl´ıta´sa´val elle-
no˝riztu¨k.
Ra´cseffektusok, kontinuum limesz O(N) σ-modellekben [1,14,42] e´s az N = 1 szuperszim-
metrikus sine-Gordon modellben [44]
A ke´tdimenzio´s O(N), N ≥ 3 σ-modellek mint aszimptotikusan szabad elme´letek
a kvantumkromodinamika egyszeru˝s´ıtett modelljeinek tekintheto˝k. Eze´rt teha´t e´rdekes
a σ-modellt mint kontinuum limeszt elo˝a´ll´ıto´ ra´csmodelleknek a limesz-elme´letto˝l valo´
elte´re´se´nek analitikus mo´dszerekkel to¨rte´no˝ vizsga´lata, amelynek eredme´nye´t a ra´cs MC
sza´mı´ta´sok kontinuum extrapola´cio´ja´na´l felhaszna´lhatunk. Az analitikus jo´slatok szerint
az N = 2 modell esete´n, melyet a nem aszimptotikusan szabad XY -ra´csmodellekkel
ko¨zel´ıtu¨nk, a ra´cs korrekcio´k csak igen lassan, a ra´csa´llando´ logaritmusa´nak mı´nusz ma´-
sodik hatva´nya szerint tu˝nnek el, mı´g magasabb N -ek esete´n (multiplikat´ıv logaritmikus
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korrekcio´k ereje´ig) a ra´csa´llando´ ne´gyzete szerint. Numerikus eredme´nyeink mindke´t eset-
ben igazolja´k ezeket az elme´leti jo´slatokat.
Az N = 1 szuperszimmetrikus sine-Gordon modell Neveu-Schwartz szektora´t elo˝a´l-
l´ıtottuk a 19-vertex modell kontinuum limeszeke´nt. E limesz-elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel, a 19-
vertex modellbo˝l kiindulva, fel´ırtuk az N = 1 szuperszimmetrikus sine-Gordon modell
ve´ges me´ret spektruma´nak Neveu-Schwartz szektora´t le´ıro´ nemlinea´ris integra´legyenlet-
rendszert. Ezt kiterjesztettu¨k az elme´let Ramond szektora´ra is, megkapva a modell teljes
ve´ges me´ret spektruma´t le´ıro´ NLIE-t. Az egyenletek nagy te´rfogatra to¨rte´no˝ megolda´sa´bo´l
kisza´mı´tottuk az elme´let egzakt S-ma´trixa´t, mı´g a spektrum ze´rus te´rfogatu´ limesze´nek
anal´ızise´vel megkaptuk a modell ultraibolya limesze´t le´ıro´ modula´risan invaria´ns N = 1
szuperkonform-te´relme´letet e´s annak loka´lis opera´toralgebra´ja´t.
Struktu´rafu¨ggve´nyek ke´tdimenzio´s integra´lhato´ modellekben [2,15,28]
A me´lyen rugalmatlan elektron-proton szo´ra´s ke´t te´rido˝-dimenzio´ban modellezheto˝
az aszimptotikusan szabad O(N), N ≥ 3 nemlinea´ris σ-modell seg´ıtse´gevel. Ebben az
integra´lhato´ modellben a hadron struktu´ra-fu¨ggve´nyek analo´gja, az O(N) a´ram-a´ram kor-
rela´cio´s fu¨ggve´ny az O(N) vektormultiplettet alkoto´ stabil egyre´szecskea´llapotok ko¨zo¨tt,
egzaktul sza´mı´thato´ a nem-perturbat´ıv S-ma´trix bootstrap mo´dszerrel. Ba´r transzverza´lis
te´rira´ny nincs a modellben, a struktu´ra-fg¨gve´nyek bonyolult e´s nemtrivia´lis viselkede´st
mutatnak. A Bjorken-x kinematikai va´ltozo´ kis e´rte´ke esete´n e´rve´nyes aszimptotikus alakot
sikeru¨lt levezetni a struktu´ra-fu¨ggve´nyre, amely tala´n 4 te´rido˝-dimenzio´ra is a´ltala´nos´ıtha-
to´.
2.2 Szimmetriastruktu´ra´k a WZNW modellekben e´s Calogero t´ıpusu´ integra´l-
hato´ sokre´szecske modellek
Csavart a´ramalgebra´k szabad teres kvanta´la´sa [5]
Az affin a´ramalgebra´k Wakimoto t´ıpusu´ szabadteres elo˝a´ll´ıta´sai sza´mos fizikai alkal-
maza´ssal rendelkeznek, pe´lda´ul a szimmetria´t megvalo´s´ıto´ konform te´relme´leti modellek-
ben korrela´cio´s fu¨ggve´nyek kisza´mı´ta´sa´ra haszna´lhato´k. A kilencvenes e´vekben kidolgoztuk
(Jan de Boer, Fehe´r La´szlo´) a nem-csavart a´ramalgebra´k Wakimoto elo˝a´ll´ıta´sa´nak egy telje-
sen explicit le´ıra´sa´t, ahol a szabad terek az alapul vett ve´ges dimenzio´s egyszeru˝ Lie algebra
ege´szekkel vett grada´la´sa´hoz vannak rendelve. A mostani munka´ban ezt a konstrukcio´t ter-
jesztettu¨k ki csavart affin Lie algebra´k esete´re. A ke´rde´ses csavara´st a ve´ges dimenzio´s Lie
algebra tetszo˝leges ve´ges rendu˝ automorfizmusa definia´lja. A csavart a´ramokat e´s a Sug-
awara formula´val adott Virasoro-su˝ru˝se´get a csavart szabad mezo˝k seg´ıtse´ge´vel expliciten
kifejeztu¨k. Mivel a munka a vertex-opera´tor algebra´k e´s csavart modulusaik elme´lete´nek
alkalmaza´sa´t ko¨vetelte meg, ı´gy va´rhato´an az eredme´nyt a konform te´relme´letek teru¨lete´n
is haszna´lni fogjuk.
Poisson-Lie szimmetria a WZNW modellben e´s a Poisson-Lie klasszikus dinamikai Yang-
Baxter egyenlet [17,18]
Ne´ha´ny e´vvel ezelo˝tt u´j Poisson-Lie szimmetria´kat e´s ehhez tartozo´ monodro´mia-fu¨ggo˝
r-ma´trixokat tala´ltunk (Balog Ja´nos, Fehe´r La´szlo´, Palla La´szlo´) a kira´lis WZNW modell-
ben. Mostani munka´nkban megadtuk az ezen szimmetria´khoz tartozo´, az infinitezima´lis
szimmetria-transzforma´cio´kat genera´lo´ Poisson-Lie momentum-leke´peze´st. A va´rakoza´s-
nak megfelelo˝en a momentum-leke´peze´s csak a kira´lis WZNW mezo˝ monodro´mia-ma´tri-
xa´to´l fu¨gg de a va´rakoza´ssal ellente´tben, a momentum explicit kifejeze´se nagyon egyszeru˝,
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alkalmas va´ltozo´kban le´nyege´ben a monodro´mia-ma´trix hatva´nyake´nt ı´rhato´ le. A momen-
tum ismerete´ben, az u´n. faktoriza´lhato´ e´s standard kompakt esetekben a monodro´mia´t
u´j va´ltozo´ke´nt vezettu¨k be a WZNW modell r-ma´trixaira vonatkozo´ dinamikai Yang-
Baxter egyenletben. Ez dra´maian leegyszeru˝s´ıtette a ke´rde´ses egyenletet, e´s az Etingof-
Varchenko fe´le standard klasszikus dinamikai Yang-Baxter egyenlet (CDYBE) egy geomet-
riailag terme´szetes Poisson-Lie a´ltala´nos´ıta´sa´t (PL-CDYBE) szolga´ltatta. A PL-CDYBE
megolda´sainak egy egyszeru˝, a Dirac redukcio´ haszna´lata´n alapulo´ konstrukcio´ja´t is megad-
tuk. O¨sszekapcsoltuk a PL-CDYB egyenleteket ve´ges dimenzio´s integra´lhato´ modellekkel,
ami tova´bbi vizsga´latot indokol a jo¨vo˝ben.
Calogero t´ıpusu´ sokre´szecske rendszerek [30,38,39,40,41]
A Calogero t´ıpusu´ modellek egy egyenes mente´n mozgo´ to¨megpontokat ı´rnak le, ame-
lyek a relat´ıv ta´volsa´gto´l raciona´lis, trigonometrikus, hiperbolikus vagy elliptikus mo´don
fu¨ggo˝ pa´rpotencia´lok re´ve´n a´llnak ko¨lcso¨nhata´sban. Calogero eredeti munka´ja´ban (1970)
az inverz harmonikus potencia´l mellett a re´szecske´k beza´ro´ harmonikus potencia´llal is hat-
nak egyma´sra. Az inverz harmonikus potencia´l ero˝sse´ge´t megado´ csatola´si a´llando´ bizonyos
e´rte´kei mellett (a nulla ko¨ru¨l egy intervallumban) ke´t re´szecske esete´n nem-ekvivalens
kvanta´la´sok lehetse´gesek, azaz a szimmetrikus Hamilton opera´tor inekvivalens o¨nadjunga´lt
kiterjeszte´seit egyma´sto´l le´nyegesen ku¨lo¨nbo¨zo˝ hata´rfelte´tel va´laszta´sa´val lehet biztos´ıtani.
A hata´rfelte´telek a kvantummechanikai valo´sz´ınu˝se´gi a´ramsu˝re´se´g folytonossa´ga´t garan-
ta´lja´k a pa´rpotencia´l szingula´ris pontja´ban. Terme´szetes va´rakoza´s, hogy tetszo˝leges re´-
szecskesza´mra is le´teznek nem-ekvivalens kvanta´la´sok, amit 3 re´szecske esete´n igazoltunk,
felte´rke´pezve a nem-ekvivalens kvanta´la´sokat. A to¨megko¨ze´ppont leva´laszta´sa uta´n, po-
la´rkoordina´ta´kat bevezetve angula´ris e´s radia´lis re´szekre bontottuk a Hamilton opera´-
tort. Az angula´ris pontencia´l dihedra´lis D(6) szimmetria´ja´t, ami az u¨tko¨ze´sek azonos
terme´szete´t garanta´lja, s amelyet a parita´s e´s a 3 azonos re´szecske permuta´cio´i genera´lnak,
loka´lis o¨nadjunga´lt hata´rfelte´telek egy 2-parame´teres csala´dja tartja tiszteletben. Az o¨sszes
lehetse´ges hata´rfelte´tel esete´n analiza´ltuk az angula´ris Hamilton opera´tor spektruma´t, e´s
a D(6) csoport a´bra´zola´sai szerint oszta´lyoztuk az a´llapotokat. Bizonyos hata´rfelte´telek
esete´n az angula´ris opera´tornak le´teznek negat´ıv saja´te´rte´kei, melyek a radia´lis egyenleten
keresztu¨l az energiaspektrum alulro´l nem korla´tos volta´t implika´lja, e´s ı´gy fizikailag nem
megengedettek.
A spin Calogero t´ıpusu´ modellekben a re´szecske´k ko¨zo¨tti csatola´s belso˝ szabadsa´gi
fokok, ”spinva´ltozo´k” fu¨ggve´nye, melyek a re´szecskekoordinata´k mellett dinamikai va´lto-
zo´k. A spin Calogero t´ıpusu´ klasszikus integra´lhato´ sokre´szecske-rendszerek egy kora´bbro´l
ismert, abeli Lie algebrai va´ltozo´kon definia´lt dinamikai r-ma´trixokat haszna´lo´ konstruk-
cio´ja´t sikeru¨lt egyszeru˝s´ıteni, s megmutattuk, hogy minden nem-degenera´lt dinamikai r-
ma´trixhoz rendelt modell Lie algebra´n vagy Lie csoporton mozgo´ szabad re´szecske (geode-
tikus rendszer) hamiltoni szimmetria redukcio´jake´nt is tekintheto˝. Ez leheto˝ve´ teszi a spin
Calogero mozga´segyenlet integra´la´sa´t. A konstrukcio´bo´l ado´do´ u´j pe´ldake´nt le´ırtuk az
egyszeru˝ Lie algebra´k ku¨lso˝ automorfizmusaihoz rendelheto˝ modelleket. Bebizony´ıtottuk,
hogy a nem-abeli Lie algebra´kon e´rtelmezett dinamikai r-ma´trixok nem vezetnek az abeli
esethez ke´pest u´j spin Calogero modellekre.
”Inverz proble´make´nt” a Riemann szimmetrikus te´ren mozgo´ szabad re´szecske hamil-
toni szimmetria redukcio´it vizsga´ltuk. A negat´ıv go¨rbu¨letu˝ esetben megmutattuk, hogy az
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izometria csoport maxima´lis kompakt alcsoportja´t genera´lo´ Noether to¨lte´sek tetszo˝leges
ro¨gz´ıte´sekor egy integra´lhato´ 1-dimenzio´s sokre´szecske-rendszer ado´dik, amely a´ltala´ban
spin Calogero t´ıpusu´. Oszta´lyoztuk azon eseteket, amikor a reduka´lt rendszer spinte-
len Calogero modellt ad, ezzel tiszta´ztuk a szimmetrikus terek e´s a Calogero modellek
ko¨zo¨tti megfeleltete´s 1976 o´ta nyitott ke´rde´se´t. Nem-kompakt, egyszeru˝ Lie csoporton
mozgo´ szabad re´szecske redukcio´it is vizsga´ltuk, a maxima´lis kompakt re´szcsoport bal-
e´s jobbszorza´ssal adott hata´sait alapul ve´ve. A reduka´lt rendszer az itteni lega´ltala´no-
sabb esetben is spin Calogero t´ıpusu´, e´s a´ltala´ban a bal- e´s a jobbszorza´shoz is tartoznak
spinva´ltozo´k. A csoporton tekintett szabad mozga´sbo´l ado´do´ spintelen Calogero model-
lek halmaza bo˝vebb, mint amit direktben a szimmetrikus terekbo˝l kaphatunk. Reduka´lt
rendszerke´nt realiza´ltuk a ha´rom fu¨ggetlen csatola´si a´llando´val rendelkezo˝ BC(n) Calogero
modellt, amit ezida´ig csak tiszta´n algebrai mo´dszerekkel tudtak ta´rgyalni. Re´szben kidol-
goztuk a klasszikus hamiltoni redukcio´k kvantum va´ltozata´t is, a nyert eredme´nyek teljes
kidolgoza´sa e´s publika´la´sa folyamatban van.
2.3 Loka´lisan ve´ges szabadsa´gi foku´ rendszerek: spinla´ncok e´s ra´cste´relme´letek
Spinla´ncok tiszta a´llapotainak jellemze´se Neumannn-entro´pia´val [31,32,45]
Egy kvantumrendszer tiszta a´llapota´nak egy re´szrendszere´re to¨rte´no˝ megszor´ıta´sa
a´ltala´ban kevert a´llapotot eredme´nyez. Az a´llapot ezen tulajdonsa´ga´t h´ıvjuk o¨sszefono´-
dottsa´gnak, amit kvantumspinla´ncok esete´n a tiszta a´llapotokbo´l a ve´ges, L hosszu´sa´gu´
re´szla´ncokra ado´do´ su˝ru˝se´gma´trixok S(L) Neumann-entro´pia´ja´val jellemzu¨nk, s amit a
Heisenberg e´s az XX-la´ncok esete´n tanulma´nyoztunk. Egy kora´bban bevezetett Lagrange-
multiplika´toros mo´dszer seg´ıtse´ge´vel az XX-modellben azt tala´ltuk, hogy az energia-a´ramot
is tartalmazo´ Hamilton-fu¨ggve´ny esete´n az alapa´llapotbeli entro´pia-aszimptotika e´s eza´ltal
az o¨sszefono´dottsa´g no¨vekedhet.
Egy kvantumspinla´nc (eltola´sinvaria´ns) a´llapota´nak entro´piasu˝ru˝se´ge´n az S(L)/L ha´-
nyados L → ∞ hata´re´rte´ke´t e´rtju¨k. Megmutattuk, hogy a matematikai statisztikus
fizika egyik re´gi sejte´se, a ”nulla entro´pia-su˝ru˝se´g sejte´s” (mely szerint spin-modellek el-
tola´sinvaria´ns tiszta a´llapotainak entro´pia-su˝ru˝se´ge nulla), e´les abban az e´rtelemben, hogy
ba´rmilyen szublinea´ris fu¨ggve´nyhez tala´lhato´ egy olyan eltola´sinvaria´ns a´llapot, melynek
Neumann-entro´pia´ja gyorsabban no˝ az L re´szla´nchossz fu¨ggve´nye´ben (ele´g nagy L-re) mint
az adott fu¨ggve´ny.
A kvantumspinla´ncok tiszta a´llapotainak Neumann-entro´pia aszimptotika´ja´val kap-
csolatos, periodikus (azaz eltola´sinvaria´ns csatola´sokat tartalmazo´) spinla´ncokra vonatkozo´
vizsga´latainkat kiterjesztettu¨k kva´ziperiodikus Heisenberg-la´ncokra is. Ezen la´ncokban a
szomsze´dos spinek ko¨zo¨tt ku¨lo¨nbo¨zo˝ ero˝sse´gu˝ csatola´sokat osztunk ki valamilyen o¨nhasonlo´
kva´ziperiodikus, forma´lis betu˝sorozatnak (pl. a Fibonacci-sorozatnak) megfelelo˝en. Ezen
kva´ziperioikus modellek egy aloszta´lya´ra analitikusan kisza´moltuk a Neumann-entro´pia
aszimptotika´t. Azt tala´ltuk, hogy (a pontszeru˝ defektek e´s a ve´letlenszeru˝ csatola´skioszta´-
sokkal szemben) a csatola´sok kva´ziperioikus perturba´cio´ja az entro´pia aszimptotika´ja´bo´l
sza´molt effekt´ıv centra´lis to¨lte´s e´s az o¨sszefono´dottsa´g no¨vekede´se´t eredme´nyezheti.
Ising modell kontinuum limesze´nek trivialita´sa 4 dimenzio´ban [26, 37]
Hogy a ra´cs-regulariza´lt φ4 skala´rmodell kontinuum limesze 4 dimenzio´ban trivia´lis,
az elfogadott, de nem bizony´ıtott, s ı´gy ido˝nke´nt megke´rdo˝jelezett a´ll´ıta´s. Az egykompo-
nensu˝ φ4 skala´rmodell sponta´n se´rtett fa´zisa´t modellezo˝ ra´cs-regulariza´lt modell az Ising
5
modell, a te´relme´leti modellek ”hidroge´n atomja”. Munka´nkban Monte Carlo mo´dszerrel
vizsga´ltuk a ne´gy dimenzio´s hiperko¨bo¨s ra´cson definia´lt Ising modell kontinuum limesze´t.
Azt tala´ltuk, hogy a modell a kontinuum limeszben az elme´leti va´rakoza´soknak megfelelo˝en
4 dimenzio´ban valo´ban trivia´lis, de a limeszhez tarta´s nagyon lassu´, az a ra´csa´llando´ kis
e´rte´keire csupa´n az 1/ log(a2) fu¨ggve´ny szerint tu˝nnek el a ra´cskorrekcio´k.
Ising kvantumla´nc algebrai kontinuum limesze [Vecsernye´s P., Zimbora´s Z.]
Fele´rke´peztu¨k az Ising kvantumla´nc megfigyelheto˝ algebra´ja´nak kauza´lis ido˝fejlo˝de´sre
vezeto˝ automorfizmusait. Megadtuk a ke´tszeresen durv´ıtott ketto˝sku´p-ra´cshoz tartozo´
megfigyelheto˝ algebra bea´gyaza´sokat, azaz az eredeti megfigyelheto˝ algebra olyan re´szal-
gebra´it, melyek valamelyik kauza´lis ido˝fejlo˝de´sre invaria´nsak. A kompona´lhato´ bea´gyaza´-
sok sorozata — egyre finomabb ke´tdimenzio´s ketto˝sku´p-ra´cson definia´lt Ising algebrai te´r-
elme´let — a modell algebrai kontinuum limesze´t szolga´ltatja. Az eredme´nyek teljes kidol-
goza´sa e´s publika´la´sa folyamatban van.
2.4 Kvantumcsoportok, kvantumgrupoidok
2-es me´lyse´gu˝ algebrabo˝v´ıte´sek [4,6]
Megadtunk egy kanonikus konstrukcio´t, amely tetszo˝leges N ⊂ M 2-es me´lyse´gu˝
algebra-kiterjeszte´shez hozza´rendel egy A bal-bialgebroidot, amely M -en hat, e´s egy B
jobb-bialgebroidot, amely az M ⊂ End( NM) Jones-kiterjeszte´sen hat u´gy, hogy a B-
invaria´ns re´szalgebra mindig M e´s az A-invaria´ns re´szalgebra pedig akkor N , ha me´g
megko¨vetelju¨k, hogy az MN jobb N -modulus balansz´ırozott legyen.
A 2-es me´lyse´gu˝ balansz´ırozott algebra-kiterjeszte´sek sok hasonlo´sa´got mutatnak a
(ve´ges) Galois testbo˝v´ıte´sekkel. So˝t, bizonyos szempontbo´l ko¨zelebb a´llnak a klasszikus Ga-
lois elme´lethez, mint a modern Hopf-Galois elme´lethez, mivel uto´bbiban egy kiterjeszte´shez
a´ltala´ban nem le´tezik egy unika´lis Hopf-algebra. A eml´ıtett t´ıpusu´ algebra-kiterjeszte´sekre
egy univerza´lis tulajdonsa´ggal rendelkezo˝ bialgebroidot definia´ltunk, amely a testbo˝v´ıte´sek
Galois-csoportja´nak analo´gja. Megmutattuk, hogy a gyenge Hopf-hata´sok is rendelkeznek
ilyen univerzalita´ssal, ha ro¨gz´ıtu¨nk rajtuk egy Frobenius-integra´lt. Pe´ldake´nt megkon-
strua´ltuk a szepara´bilis testbo˝v´ıte´sek univerza´lis gyenge Hopf-algebra´ja´t.
Hopf algebroidok [9,10,11,24,33]
Bevezettu¨k a (gyenge) Hopf algebra´kat a´ltala´nos´ıto´ Hopf algebroid fogalma´t, azaz
megfelelo˝ antipo´d leke´peze´sel la´ttuk el a bialgebra´kat (nem-kommutat´ıv ba´zisalgebra´k
esete´re) a´ltala´nos´ıto´ bialgebroidok ma´r le´tezo˝ fogalma´t. Vizsga´ltuk a Hopf algebroidok sze-
repe´t 2-es me´lyse´gu˝ Frobenius algebra-kiterjeszte´sek le´ıra´sa´ban, valamint tanulma´nyoztuk
az invaria´nsok fo¨lte´rke´peze´se´ben fontos szerepet ja´tszo´, a Hopf algebra´k integra´lelme´lete´t
a´ltala´nos´ıto´ integra´lelme´letu¨ket is.
Dupla algebra´k e´s Galois-elme´letu¨k [16,36]
A Frobenius Hopf-algebroidoknak egy to¨ke´letesen o¨ndua´lis formalizmusa´t adtuk meg
visszavezetve´n az o¨sszes struktura´t ke´t megfelelo˝en kompatibilis asszociat´ıv egyse´gelemes
szorza´sra egyazon vektorte´ren: ezek a dupla algebra´k. A dupla algebra´k nem csupa´n
a Frobenius Hopf-algebroidok a´tfogalmaza´sa´t jelentik, hanem egy extra stuktu´raelemet
is tartalmaznak: egy kitu¨ntetett ke´toldali Frobenius-integra´lt, amely nem ma´s, mint a
”ma´sik” szorza´s egyse´geleme.
A Hopf-Galois elme´let a´ltala´nos´ıta´sa´val e´s kora´bbi kvantumte´relme´leti tapasztalatok
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alapja´n definia´ltuk, hogy mikor tekintsu¨nk egy Frobenius Hopf-algebroid hata´sa´t egy al-
gebra´n Galois-hata´snak. Bebizony´ıtottuk, hogy egy algebra-bo˝v´ıte´s pontosan akkor Galois
valamilyen Frobenius Hopf-algebroidra vonatkozo´an, ha kettes me´lyse´gu˝, balansz´ırozott
Frobenius-kiterjeszte´s. Megmutattuk tova´bba´, hogy az o¨sszes Hopf-algebroid, amelyre
ne´zve egy adott algebra-bo˝v´ıte´s Galois, egyma´s skala´r-bo˝v´ıte´seke´nt kaphato´ valamilyen
igencsak nem-kommutat´ıv e´rtelemben.
Kogyu˝ru˝k e´s Hopf-Galois kiterjeszte´sek [22,23,33,34,35,25,47]
Egy K kommutat´ıv gyu˝ru˝ fo¨lo¨tti algebra megfogalmazhato´, mint egy monoid a K-
modulusok (szimmetrikus, monoida´lis, koegyenl´ıto˝kkel b´ıro´) katego´ra´ja´ban. Ezen ke´pto˝l
vezetve, tetszo˝leges szimmetrikus, monoida´lis, koegyenl´ıto˝kkel b´ıro´ katego´ria monoidja
feletti bialgebroidokat vizsga´ltuk, elso˝sorban dualita´suk ke´rde´se´t e´s kogyu˝ru˝kkel valo´ kap-
csolatukat.
A Hopf-algebroidokkal vett Galois kiterjeszte´sek vizsga´lata´nak elso˝ le´pe´seke´nt meg-
mutattuk, hogy egy A komodulus algebra meghata´roz egy u´n. o¨sszekapcsolo´ struktu´ra´t,
ı´gy egy A-kogyu˝ru˝t. Az e´szreve´tel alapja´n bebizony´ıtottuk, hogy egy ve´gesen genera´lt
projekt´ıv, bijekt´ıv antipo´ddal rendelkezo˝ Hopf-algebroid komodulus algebra´ja esete´n a ka-
nonikus leke´peze´s bijektivita´sa, azaz a Galois tulajdonsa´g, ko¨vetkezik a szu¨rjektivita´sa´bo´l.
A Galois kiterjeszte´sek elme´lete´ben fontos te´telek azok, melyek arra vonatkoznak, hogy
mikor ko¨vetkezik a kanonikus leke´peze´s bijektivita´sa annak szu¨rjektivita´sa´bo´l. Meninivel
e´s Ardizzonival ilyen ke´rde´seket vizsga´ltunk, elso˝sorban Hopf algebroid kiterjeszte´sekre
o¨sszpontos´ıtva. Anal´ızisu¨nk fo˝ eszko¨zeke´nt kidolgoztuk egy funktor relat´ıv szeparabilita´-
sa´nak fogalma´t. Ezt haszna´lva igazoltuk Schneider te´tele´nek analogonja´t Hopf-algebroid
kiterjeszte´sekre.
Hopf-algebra´kkal to¨rte´no˝ Galois kiterjeszte´sek ko¨zo¨tt kitu¨ntetett szerepet ja´tszanak
az u´n. hasadt kiterjeszte´sek. Ezt a fogalmat a´ltala´nos´ıtottuk Hopf-algebroid szimmetria
esete´re. Megmutattuk, hogy a Hopf-algebra esethez hasonlo´an egy Hopf-algebroiddal vett
algebra-kiterjeszte´s pontosan akkor hasadt, ha egy inverta´lhato´ kociklussal vett kereszt-
szorzatke´nt ı´rhato´ le.
A Morita elme´let alkalmaza´sa´nak Hopf-Galois kiterjeszte´sek vizsga´lata´ban hosszu´
to¨rte´nete van. Egy alkalmasan va´lasztott Morita kontextus szigoru´ volta kapcsolatba hoz-
hato´ a B ⊂ A kiterjeszte´s Galois tulajdonsa´ga´val, valamint a relat´ıv Hopf modulusok e´s a
B-modulusok katego´ria´inak ekvivalencia´ja´ra vonatkozo´ szerkezeti te´tellel. E ke´rde´sko¨rnek
olyan katego´riaelme´leti megfogalmaza´sa´t adtuk, amely minden eddigi le´ıra´st maga´ba foglal
e´s terme´szetes nyelvezetet jelent a hasadt tulajdonsa´g megfogalmaza´sa´ra. A Morita elme´let
nyelve´n felte´teleket adtunk a szerkezeti te´tel teljesu¨le´se´re.
Az u´n. hu˝en lapos Hopf-Galois kiterjeszte´sek a principa´lis nyala´bok megfelelo˝i a nem-
kommutat´ıv differencia´lgeometria´ban. T. Brzeziski e´s P. Hajac formalizmusa kapcsolatot
teremt a nem-kommutat´ıv principa´lis nyala´bok e´s asszocia´lt vektornyala´bok szele´seinek
K-elme´leti aspektusai ko¨zo¨tt. Ezt a Chern-Galois elme´letet terjesztettu¨k ki kogyu˝ru˝-
Galois kiterjeszte´sekre. Eredme´nyeinket 2-es me´lyse´gu˝ algebra-kiterjeszte´sek pe´lda´ja´n il-
lusztra´ltuk.
Egy Hopf-Galois kiterjeszte´s le´ırhato´ a Hopf-algebra eml´ıte´se ne´lku¨l is, egy u´n. nem-
kommutat´ıv torzor seg´ıtse´ge´vel. Ez a nyelv alkalmasabb a nem-kommutat´ıv geometriai
anal´ızis ce´lja´ra: D. Hobst bialgebroidokkal vett Galois kiterjeszte´seket ı´rt le nem-kommu-
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tat´ıv ba´zis fo¨lo¨tti torzorokkal. Mi bevezettu¨k a nem-kommutat´ıv ba´zis fo¨lo¨tti pre-torzor
fogalma´t e´s rela´ltuk azt kogyu˝ru˝kkel vett Galois kiterjeszte´sekhez. Megmutattuk, hogy
minden A-kogyu˝ru˝vel vett B ⊂ T hu˝en lapos Galois kiterjeszte´shez konstrua´lhato´ egy B-
kogyu˝ru˝, melyre ne´zve az A ⊂ T kiterjeszte´s bal Galois. Felte´teleket adtunk a ke´t kogyu˝ru˝
komodulus-katego´ria´ja´nak ekvivalencia´ja´ra.
Monoida´lis Eilenberg-Moore konstrukcio´, monoida´lis Morita-ekvivalencia [3,29]
A katego´riaelme´let egy klasszikus fejezete a mona´delme´let. A monoida´lis katego´ria´kon
definia´lt opmonoida´lis mona´dokat tanulma´nyoztuk, amely elvezetett a bialgebroid fogalma´-
nak egy nagyon egyszeru˝, me´gis nagyon a´ltala´nos megfogalmaza´sa´hoz. Ezek a bimona´dok.
Bebizony´ıtottuk, hogy a bialgebroidok pontosan a bimodulus katego´ria´kon definia´lt balad-
junga´lt bimona´doknak felelnek meg.
A klasszikus Morita-eme´letet a´ltala´nos´ıtottuk arra a szitua´cio´ra, amikor a gyu˝ru˝ mo-
duluskatego´ria´ja monoida´lis. Pontosabban szo´lva azt a ke´rde´st vizsga´ltuk, hogy mikor lesz
ke´t bialgebroid moduluskatego´ria´ja monoida´lisan ekvivalens.
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